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Resumen. En este trabajo se emplea un modelo constitutivo viscoelastico generalizado para
representar el comportamiento no-lineal dependiente del tiempo de vigas laminadas. Este modelo
resume las caracteristicas del modelo de Kelvin y Maxwell, los cuales representan los fenomenos de
elasticidad retardada o creep, y de relajacion mediante ecuaciones constitutivas basadas en analogias
resorte-amortiguador. Se desarrolla un elemento finito jerarquico general basado en el empleo de
varias teorias de orden superior de deformacion por corte (HBT), en el marco de las teorias de lamina
unica equivalente, mediante un tratamiento unificado. El elemento finito jerarquico se construye con
funciones de soporte local, enriquecidas con polinomios ortogonales de Gram-Schmidt. Las teorias
HBT incorporadas en la cinematica del elemento se caracterizan porque anulan las tensiones
tangenciales en las superficies superior ¢ inferior de las vigas laminadas, por lo que no es necesario el
empleo de factores de correccion por corte. El elemento finito obtenido esta libre de bloqueo por
cortante y se pueden estudiar vigas delgadas con la misma formulacion sin recurrir al empleo de
integracion reducida. Se presentan resultados del analisis estatico y dinamico de vigas laminadas
simétricas y no simétricas, con diferentes configuraciones mecanicas y geométricas, lo que permite
mostrar la precision y aplicabilidad de la formulacion desarrollada.
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1 INTRODUCCION

La produccion de estructuras duraderas, de alta resistencia y de bajo peso es creciente en
diversas ramas de la ingenieria, lo cual hace enfocar la atencion en estructuras multilaminadas
y, en particular, en las del tipo sandwich. Estas consisten en dos laminas delgadas y rigidas
que llevan gran porcion de la carga de flexion, separadas por un nucleo interior relativamente
denso y ligero que tiene propiedades de disipacion de energia. Estas estructuras encuentran su
aplicacion como elementos estructurales portantes, especialmente en las industrias
aerondutica, astrondutica y del automovil.

Las tensiones inducidas por vibraciones y los desplazamientos son problemas importantes
ya que pueden causar ruido y fatiga no deseados. Por lo tanto, el amortiguamiento y la
reduccion de estas vibraciones son de gran importancia. Con el fin de conseguir este objetivo,
se utilizan habitualmente capas de amortiguacion que consisten en laminas, de distinto
espesor, de materiales visco-elasticos. Estos materiales pueden ser adaptados durante la fase
de disefio o anadidos después de la finalizacion del proceso de disefio. Las capas
amortiguadoras se introducen a la estructura como capas activas o pasivas y, dependiendo del
problema considerado, pueden ser implementadas como ladminas libres o restringidas
(Arikoglu and Ozkol, 2010). Cuando este tipo de estructuras estan sometidas a flexion ciclica,
la capa de amortiguacion sufre principalmente el efecto del corte. Por esta razon, es muy
importante emplear una cinemadtica adecuada que considere el efecto del corte mediante
teorias avanzadas (Nallim et al, 2017).

El estudio de la vibraciéon y la respuesta dindmica de estructuras visco-eldsticas y paneles
sandwich con nucleos visco-elasticos, bajo diferentes tipos de cargas, ha sido estudiado a lo
largo de los afos. Salehi et al. (2005) estudiaron la relajacion dinamica de placas visco-
elasticas circulares no axil-simétricas. Las ecuaciones gobernantes no lineales se obtuvieron
utilizando una teoria de orden superior de deformacion por corte. Mahmoodi et al. (2007)
investigaron las vibraciones libres no lineales de vigas visco-eldsticas empleando el modelo
de Kelvin-Voigt. En este trabajo, se emple6 el método de multiple escala para plantear
analiticamente las formas modales no lineales y las frecuencias naturales de la viga. En la
formulacion obtenida se considerd la inercia y el amortiguamiento no lineales. Pradeep et al.
(2007) estudio la vibracion y el pandeo térmico de placas saindwich visco-elasticas utilizando
el método de elementos finitos (MEF). Arikoglu et al. (2010), por su parte, analizo las
vibraciones de vigas sandwich compuestas, incluyendo nucleos visco-eldsticos. En esta
investigacion, las ecuaciones de movimiento obtenidas se resolvieron mediante el método de
transformacion diferencial (DTM) en el dominio de la frecuencia. Arvin et al. (2011)
desarrollaron un codigo MEF para estudiar las frecuencias de vibracion de vigas sdndwich
constituidas por laminas externas de material compuesto y un nuicleo visco-eldstico. Loja et
al. (2015) estudiaron el comportamiento dindmico de vigas sdndwich empleando diferentes
teorias de deformacién por corte para formular diferentes modelos por capa (LW),
implementados a través del MEF. Li et al. (2016) desarrollaron un método semi-analitico para
investigar las frecuencias naturales y formas modales de un sistema de vigas interconectadas
por una capa visco-elastica. Latifi et al (2017) trata sobre el andlisis transitorio
geométricamente no lineal de vigas sdndwich con nucleos visco-elasticos y capas externas
laminadas compuestas. La formulacioén se basa en la teoria de la capa completa (FLWT), el
principio de superposicion de Boltzmann y el uso del modelo de kernel Koltunov-Rzhanitsyn
débilmente singular para modelar el nucleo visco-elastico. Galupppi et al. (2012) resolvieron
analiticamente el problema dependiente del tiempo de una viga laminada simplemente
apoyada, compuesta por dos laminas elésticas conectadas por una capa intermedia visco-
elastica, cuya respuesta es modelada por una serie de Prony de elementos de Maxwell. La
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caracterizacion precisa de las capacidades estructurales de los materiales compuestos
laminados, en particular de los laminados sandwich es indispensable para un adecuado
disefio. En particular, las vigas sindwich laminadas presentan una considerable deformacién
cortante transversal, lo que hace necesario el empleo de teorias avanzadas para poder realizar
analisis precisos. Asik and Tezcan, 2005; Bennison and Davies, 2008; Ivanov, 2006, entre
otros, demostraron que una apropiada consideracion del acoplamiento por corte de la capa
intermedia es importante para lograr un disefio econémico.

El analisis de los trabajos de investigacion publicados revela que los estudios del
comportamiento de elementos estructurales que contengan laminas visco-elésticas es escaso y
estan restringidos a caracteristicas mecanicas y condiciones de contornos especificas. Por lo
expuesto, en este trabajo se emplea un modelo constitutivo visco-elastico generalizado para
representar el comportamiento no-lineal dependiente del tiempo de vigas laminadas
multicapas y vigas sandwich con nucleo débil. Este modelo resume las caracteristicas del
modelo de Kelvin y Maxwell, los cuales representan los fenomenos de elasticidad retardada o
creep, y de relajacion mediante ecuaciones constitutivas basadas en analogias resorte-
amortiguador. Se desarrolla un elemento finito jerarquico general basado en el empleo de
varias teorias de orden superior de deformacion por corte (HBT), en el marco de las teorias de
lamina Unica equivalente, mediante un tratamiento unificado. El elemento finito jerarquico se
construye con funciones de soporte local, enriquecidas con polinomios ortogonales de Gram-
Schmidt. Las teorias HBT incorporadas en la cinemadtica del elemento se caracterizan porque
anulan las tensiones tangenciales en las superficies superior e inferior de las vigas laminadas,
por lo que no es necesario el empleo de factores de correccion por corte. El elemento finito
obtenido esta libre de bloqueo por cortante y se pueden estudiar vigas delgadas con la misma
formulacion sin recurrir al empleo de integracion reducida (Nallim et al, 2017; Rango et al.,
2016). Se presentan resultados del analisis estatico y dindmico de vigas laminadas simétricas
y no simétricas, con diferentes configuraciones mecanicas y geométricas, lo que permite
mostrar la precision y aplicabilidad de la formulacion desarrollada.

2 FORMULACION DEL PROBLEMA MECANICO

2.1 Cinematica

En este estudio se considera una viga compuesta laminada, tal como la representada en la
Figura 1. Se emplea un sistema de ejes cartesiano ortogonal con el eje x coincidente con el
eje de la viga, el plano x—y coincidente con el plano medio y el eje z perpendicular el plano

medio de la misma. La longitud, el ancho y el espesor de la viga se representan mediante L, b

. b b h h
y h, respectivamente, donde 0<x<L, ——<y<—, ——<z<—,
2 2 2 2
Z* ZA
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Figura 1. Geometria, ejes coordenados y notacion para la viga laminada
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La cinematica de la viga laminada estd caracterizada por los desplazamientos de su linea
media y ocurre en el plano x—z. Las componentes del campo de desplazamiento se obtienen
empleando distintas teorias de deformacion por corte, adoptando la siguiente forma general:

P (=)o)

u, (x,z,t)=0 (D)
u3(x,z,t) :w(x,t)

u, (x,z,t) :u(x,t)—z

donde u,,u,,u, son los desplazamientos de cualquier punto material en el dominio de la viga a
lo largo de los ejes x,y,z, respectivamente; u,w son los desplazamientos longitudinal (eje
x )y transversal (eje z ) de puntos genéricos ubicados sobre la linea media de la viga; ¢ es

la rotacion adicional de la normal a la seccidon transversal alrededor del eje y; f(z),

l

i=1...,4 representa las funciones de corte que determinan la distribucion de la deformacioén

por corte transversal en el espesor de la viga (Fig.2). Si se considera a esta funcion igual a
cero o a uno, la expresion cinemadtica (ec. (1)) colapsa a la teoria clasica de Bernoulli (TBC)
o la teoria de Timoshenko (TBT), respectivamente, como casos particulares.

El planteo que aqui se propone admite la consideracion de cualquier teoria HBT, pero en
este trabajo se emplean cuatro que son abarcativas de los diferentes tipos existentes, es decir
una trigonométrica, una hiperboélica, una exponencial y una polinémica (Fig.3), dadas por:

fi(z)= 2 in (%} Touratier et al. (1992) )
T

/> (z) = harctan (%j —z  Thaietal. (2014) 3)

fi(2)= 2% Karama (2009) )

jg(z):z—g;—z Reddy (1984) (5)

En los ejemplos se denomina a cada teoria como: HBT1 (ec. (2)), HBT2 (ec. (3)), HBT3
(ec. (4)) y HBT4 (ec. (5)).

| 1
TS i
| ‘ |
| |
- aw(l,f)_';J

[ e LI
| |
| |
i i
i |
! u, (x,2,1) !
' | LA |
T ]

Figura 2: Esquema de la distribucion de la deformacion por corte transversal en el espesor de la viga
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Figura 3: Representacion de las funciones f; (z) empleadas para cada HBT

2.2 Ecuaciones Constitutivas

El modelo constitutivo visco-eldstico uniaxial de Maxwell Generalizado que se representa
conceptualmente en la Figura 4 permite resumir en una sola formulacion los modelos
simplificados de Maxwell cuando C, -0 y Kelvin bésico cuando C,—>w. El estado

tensional en un instante cualquiera se expresa como:
o”(t)=C,e(1)

o' (1)=C,[ (1)=& () |=mé (1)

Donde o¢” representa, en el modelo de analogia resorte-amortiguador (Fig.4), la tension

(6)

elastica permanente en el tiempo con constante elastica C,, mientras que o' representa la

tension visco-eldstica decreciente en el tiempo del conjunto formado por un resorte de
constante elastica C, y un amortiguador de constante viscosa 7,. Ademas, & representa la

deformacion total del sistema, mientras que ¢ y & la deformacién y velocidad de
deformacion del amortiguador, respectivamente.

/ 5(;) 4
7

Figura 4: Esquema del modelo constitutivo uniaxial de Maxwell Generalizado
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La condicion de equilibrio requiere el cumplimiento de la siguiente relacion:
o(t)=0"(1)+0' (1) (7)

En el caso particular de una deformacion impuesta constante en el tiempo ¢&,, la respuesta

del modelo se esquematiza en la Figura 5 y la expresion de las tensiones se reduce a la
siguiente forma simple:

o (1) = (cw + Cle_%‘)so )

donde #=n,/C, es el tiempo de relajacion.

AS

> L >
7 !

Figura 5: Respuesta del modelo constitutivo para una deformacion impuesta contante

Las ecuaciones constitutivas visco-eldsticas del modelo de Maxwell multiaxial
generalizado (Oller, 2001) de la k—ésima lamina, en coordenadas globales, pueden
expresarse como:

At

[am TA’ - [am}f . e[ﬁj —C, ¥ ’ [ gklm]’ . e(%J (1 n _qv Hj

ij ij Co(k) . tl"(k) 2
t N\ AL C(k) At
+C " 5, ] -(1——1 = ©)

con Co(k) = Cm(k) + Cl(k)

(k)

k . .
donde o, y g,.j( ) denotan, respectivamente, las componentes de los tensores de tension y

deformacion infinitesimales de cada capa; Ciik,(k) =" es el tensor constitutivo elastico de

o0
cada lamina y At denota cada intervalo de tiempo.
En una viga laminada, es posible considerar, para cada lamina, la siguiente relacion
constitutiva:

c”A’=G’-e(7A/”)—C:st-e(f%’) 1+—C1 A +C:g"™ | 1- ¢ A (10)
C,-tr 2 C,-tr 2
donde
o7 [ o[EY o .
R P o G o
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2.3 Primera Ley de la Termodinamica

La ecuacion de equilibrio dindmico basada en la primera ley de la termodinamica para
cualquier tiempo ¢+ At estd dada por la siguiente expresion:

quformatvu = Bntroducida _Binéticu (12)
¢ ou o’u
[ j[ Wy ol >y§2>}dAdx jq x )ity dx — mp (azl i+ u3jdAdx=O (13)
0 4

donde q(x) representa la carga transversal distribuida a lo largo de la viga, 4 es el area de la

., . k) (k) - . . .,
seccion transversal, ¢ denota el tiempo, gix) , yﬁz) ,u,, U, son las velocidades de deformacion y

) es 1a densidad del material de cada ldmina.

las velocidades de desplazamientoy o
Las componentes de deformaciones y velocidad de deformaciéon infinitesimales estdn

dadas a partir de los desplazamientos por la siguiente relacion:

e=V'u (14)
e=Vu
donde
2 ’t 2
| BB L (15)
us (x,1) o’ or

Las componentes del tensor de deformacion para un punto arbitrario de la lamina
k —ésima de la viga se obtienen a partir de la cinematica definida en la Seccion 2.1.

29— (Gulj ou azw+ﬁ(z)@; a0 _ (Gul] o 282W+ﬁ(z)a_¢ (16)

Ox ax ox? Ox Ox 8x ox? Oox
(0w ou\_dfi(z) (00 o) _dfi(2) 17
Vi (62 8x) T Ll e {17

3 ELEMENTO FINITO JERARQUICO

Para la aproximacion de las tres variables cinematicas u, w y ¢ del campo de

desplazamientos, se propone emplear macro-elementos finitos basados en la version
jerarquica del MEF:

~SNE (&) =N e

=Y NS (§)er =N e (18)
i=1

n 03

=Y N (&)t =N e
i=1

donde —1<£&<1 es la coordenada natural a lo largo de la longitud L de la viga dada por

E= 2%—1; ¢, (*=u,w,¢) son los desplazamientos generalizados; n, son las cantidades de
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términos en las funciones de aproximacion para las tres variables nodales y N, son las

funciones de forma que se describen en el parrafo siguiente, de esta manera el vector de
desplazamientos generalizados y el vector de las funciones de forma utilizados estan dados
por:

_ u w9 T_ u o u u woow w [/ @ r
c=|Cc.,C ,C = CI’CZ""’Cn”’Cl ’CZ""Dan’cl7025""cn¢

T u u w w u u T (19)
N=[N NN [ N(E) o N (&) N () a N ()N (€)oo N (£,

Las primeras funciones de forma son funciones de soporte local. Para las aproximaciones
de u y de ¢ se emplean idénticas funciones, a las que se designan: N/ (£) y N, (&), que son

los polinomios lineales clasicos de Lagrange. Para la aproximacion de w, N.W(g)

1

(i=1,...,4), se emplean polinomios de Hermite. Luego, se adicionan polinomios ortogonales
de Gram-Schmidt (GS) para formular un macro-elemento finito de viga enriquecido: N, (&)
(i=3..n,n;) y N"(&) (=5..n,). El grado del primer polinomio de GS es 2 para el

desplazamiento longitudinal (u#) y para la rotacion (¢), y 4 para el desplazamiento

transversal (w). Estos polinomios se determinan de tal manera que tengan una contribucion
nula a los desplazamientos generalizados correspondientes a los nodos de borde. Los demas
elementos de los conjuntos de polinomios ortogonales caracteristicos se generan siguiendo el
procedimiento de GS (Nallim, et al., 2005; Nallim and Oller, 2008; Rango et al., 2013). De
esta manera, los modos jerarquicos contribuyen solo a los desplazamientos generalizados
internos del elemento y, por lo tanto, no afectan los desplazamientos en los nodos de borde
(Bardell et al., 1996). Los polinomios de soporte local y los de enriquecimiento se muestran
en la Tabla 1.

Para la aproximacién de las tres variables cinematicas nodales del campo de velocidades y
aceleraciones, tenemos:

i(&)=N" ¢ ii(&)=N" ¢

W(E)=NTer (g =N e (20)
=N €GN @
o Ny =0.5(-¢+1)
Polinomios de Lagrange u,¢
N; =0.5(-¢+1)
Primer polinomio de Gram-Schmidt para u, ¢ Ny =—1+¢&

N =025(2-35+&)

Ny =025(2+3¢-&)

Ny =025(1-£-&+&)
Ny =025(-1-£+&+&)

Polinomios de Hermite para w

Primer polinomio de Gram-Schmidt para w N =1-2E+&1

Tabla 1. Polinomios de soporte local y primeros polinomios de Gram-Schmidt para las tres variables
nodales
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Debido a que en la ec. (18) las funciones de forma N (&) para i=1,2 y N"(&) para

i=1,...,4 son funciones de soporte local, y que las funciones de enriquecimiento tienen una
contribucion nula a los desplazamientos en los nodos de borde, resulta:

u

= u|-’§=71 =G, W= u|§ - 6o
) _ ¢
ﬂ ¢|§ —1 Cl > ¢Z ¢|§ —+1 2 s
w, = W|<f:—1 = Clw, w, = |<f:+1 = Czw, (21)
6W w aW »
a_ =G5, a_ = C4
é S=-1 f E=+1

donde se designa como nodo 1 al que corresponde a la coordenada natural £ =-1 y como
nodo 2 al que corresponde a la coordenada natural & =+1.
Es decir que los dos primeros desplazamientos generalizados para uy ¢ tienen un

significado fisico concreto (desplazamientos longitudinales y giros de los nodos extremos),
mientras que para w los cuatro primeros representan los desplazamientos transversales y sus
correspondientes derivadas en los extremos de la viga. Los restantes son variables
generalizadas utilizadas por los polinomios de GS para la aproximacion interna del elemento.

4 ECUACION DE EQUILIBRIO DINAMICO

Reemplazando el modelo constitutivo de Maxwell Generalizado dado por la ec. (10) en la
ecuacion (13) de la primera ley de la termodindmica se obtiene:

” H.o'el frdAdx+”jH( ) frdAdx+mH( & )e %) dade =

22
azu 6u t+At ( )
Fotopte 11 T+ 2
donde
[ (k) E At “ |
Ewk(l 1 -—) 0
:l:%’%+%:|; ¢ = fortr 2 (k) ;
X Oz X
0 GOl G Al
- G,-tr 2
I (k_) . - (23)
pwl__£ A 0
o _ ” E,-tr 2
(k)
0 Goo(k) 1— G1 At
i G, tr 2 |

Reemplazando la aproximaciéon de las variables cinematicas de las ec. (18) y (20) en la
formulacion anterior, ec. (22), simplificando las velocidades generalizadas ¢ y trabajando en
coordenadas naturales, se obtiene:
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j ( [[Q"- o’e[f)dfl] Lac+ j ( [[Q"-(c") e“"t)dA] Lae
SU 2 NG 2
F'int
N M. A .0 u ul L t+A 1 w L
+ _[(D :A:DV +N'BN )Edf}c = IN qzdf (24)
L -1 | |
K F'™ ext

M
donde
%Nf; 0 %Nj; 0 0
4 4 An _A12 A13
1 w 1 w
Q(): _ZFN,g,g 0 ;D(): 0 E EE 0 |sA=|-4, 4, -4,|(@25
A13 _A23 A33
28 &)\ 0 0o In
L dz L L =]
(k) El At (k) 2 2
(A]1>A|25A225A135A23’A33):J._[Eoo 1_E tr? (l,Z,Z ,f(Z),Zf(Z),[f(Z)] )dA
A(k) ° (26)
G At 2
B=[[c¥W1-——.= z) | dA
1 IAJ . [ G 2} [/@),]
N‘I,N“" 0 0 0 0 0 00 0
B=| 0o o0 of;B?=|0 %Nw’glzNWéTJrNWIONWT 0;BY={0 0 0
u ul
0 0 0 0 0 0 0 0 N'IN
, 0 00 0 0 0 N'INT
BY=| ZN".IN" 0 0[;B”=|0 0 0); B=|0 0 0 (27)
L H
0 0 0 0 ENMI:;NWQ‘:T 0 0 0 0
L L ’ ]
(o 1 Lo Lo 1 1) = [[ 29 (122,21 @), f @[ S T Y4 (28)
A

Obtenemos la ecuacion de equilibrio dindmico NO LINEAL, donde las fuerzas internas
contienen los términos viscoelastico de la no linealidad del material:

M +(E, + Ke™ )-F,, =0 (29)

int ext

Copyright © 2017 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecanica Computacional Vol XXXV, pags. 2313-2332 (2017) 2323

donde M es la matriz de masa, K la matriz de rigidez y F,, el vector de fuerzas externas en el

xt
paso de tiempo actual, cuyas componentes se detallan a continuacion:

U w L U Uu U w w w T
ext I:Fext’Fext’Fefct = 2 [01 ’02""’071“’qu ’qNZ qN 0¢ O¢ ’0f¢:| 5
m uu muw mu¢ kuu kuw ku¢ (30)
M= m"” m”|; K= kK" K™
sym m?” sym k¥
donde
1 { dN" dN!
ml,‘f”:[0£J.Ni”N?Td§; kilfu:AngJ.le ~d¢;
! 2 ! ! L: dé dé
¢ L AN (dN" d°N”
m;W:_Ileu — d‘f k" =—4, 42 Ile ds;
S dg L:ds dg
€2y
1 u dNu
m;;ﬁ = I4£IN?N;!T‘Z§§ k;¢ = 13_j an,
| 25 dg dé
" dN” v d? N}
my = j D deer,s j NINJdE K= j TN e
dg dg ’ dg d&
dN" . 4 ¢+ d*N" dN!
=—Ij NYdg; k= Ay [ = —dE
L:dg dg

m¥ =1~ j NINYAE, kY = A, 2}‘2; 6;(; E+B = j N'N“d¢;

5 SOLUCION DEL PROBLEMA DINAMICO NO LINEAL

La resolucion de este problema clasico en dinamica estructural se basa en admitir el
“concepto de separacion de variables” en el cual se supone que los problemas temporales y
espaciales son independientes entre si. Dicho de otra manera, se resuelve en cada instante de
tiempo ¢ la ecuacion semi-discreta que representa el equilibrio espacial en dicho instante

(Fig.6).
5.1 Método de Newmark

Es un método de integracion temporal de un paso, que se caracteriza porque los
desplazamientos y velocidades en el tiempo (#+ Af) se obtienen parcialmente a partir de un

sistema ya conocido en el tiempo (¢) anterior.
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ct+At — AcHAt +Ct

Py :(LJACHN +(l_ljét +At(1_Ljét 32)
AtB B 2p
¢ = ( 12 jAcHAf _ (LJ ¢ — [L - ljct
APp Atp 2p
r+m+ = 7 2

£ Resolucion
'R for o , temporal
 itarativa i Problema: . ¥ S\ |det
; : . retizado en el espacio (MEF) problema
\ Linealizado en sus variables /- i didsico:

N\ mecanicas.

Figura 6: Esquema de la resolucion no lineal del problema dinamico
5.2 Método de Newton-Raphson

Resuelve el problema espacial al eliminar el residuo Af mediante la linealizacion
sucesiva, donde el tiempo (z+Af) permanece constante hasta lograr la convergencia del

sistema:

M i [é]t+At + i [Em ]t + K i [C]H—At _ i [F

ext

]t+At — i[Af]H—At (33)

Se fuerza el equilibrio actual en el estado (i+1) y se lo expresa a través de una expansion
en serie de Taylor truncada en su primera variacion,

i t+At
i[Af]H—At + {%} . i+l [Ac]t+At ~ i+l [Af]t+At _ 0
C

(34)

7 t
m o oc oc oc

. i PNAAY t t+At .
! (M N AF LK ™™ — Ft+At)+ (M oc +% +K - aFext J i+l [AC]HN =0

donde J es el operador Jacobiano tangente.

Despejando, se obtiene el incremento de desplazamiento necesario para la resolucion
del sistema en el tiempo

A = () 33
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5.3 Algoritmo

1.

9.

Inicializacion de desplazamientos, velocidades, aceleraciones y fuerzas internas
¢, ={0}; & =1{0}; &={0}; E,,=1{0}
Célculo del operador Jacobiano tangente constante
J=M ! +K’
LAt
Control de la cantidad de iteraciones temporales desde »n =1 hasta tiempo maximo
a) Si nAt>t , = FIN

b) Si nAr<¢_, =>continuda... Iteracion temporal

2

Obtencion del residuo inicial y correccion inicial de los desplazamientos
A, =M¢,+F +Kc¢,—-F_, — Ac, =_[J]’1 A,

int ext

Determinacion de los campos de desplazamiento, velocidad y aceleracion por
NEWMARK

¢y =Ac, +¢,

&y :[L]Aco +(1—1]é0 +At(1—Ljéo
Atf yij 2p

ST NI R
AP At 28

Célculo del residuo y verificacion por NEWTON RAPHSON
AMf=M¢, +F +Kec, —F

int ext

a) si |Af|<TOL = asignacién ¢, < ¢; actualizacion F,; n=n+1; regresa a 3)

b) si |Af| > TOL = continta... Linealizacion

Calculo de la nueva correccion de los desplazamientos

Ac=—[J]"-Af
Determinacion de los desplazamientos, velocidades y aceleraciones actualizadas
¢, =Ac+c,

¢, =(ﬁ£jAc+eN

1 ..
P :(ﬂAtszH_cN

Determinacion del residuo actualizado Af , asignacion ¢, <—c¢, y regresa a 6)

(B

6 EJEMPLOS NUMERICOS

La formulacion obtenida fue implementada en un programa desarrollado a tal fin y a
continuacion se muestran los resultados de los estudios numéricos realizados. En todos los
casos se implementaran 8 términos para los polinomios de GS y un intervalo de tiempo
At =0.2seg.

Como primer caso cuasi-estatico se analiza la variacion del desplazamiento vertical en
funcion del tiempo (Fig.7) para una viga laminada empotrada en ambos extremos (E-E) y
sometida a una carga uniformemente distribuida ¢g=1.0KN/m. La viga tiene longitud
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L =2.0m, seccion transversal 4/b=0.2/0.1Im y estd compuesta por tres ldminas de igual
espesor, donde el ntcleo es de polimero visco-elastico 3M ISD 112 (27°C) y las capas
externas, elasticas lineales, son de plastico reforzado con fibras de carbono (Arikoglu and
Ozkol, 2010) con las siguientes propiedades mecanicas (Laminado tipo I):

E,"” =6.595MPa, E* =15.0MPa, tr'” =1.405seg, v =0.25
EY = E® =24.0MPa, v =v¥ =0.25

3.450 -
w |lcm s el e o o
[ ] w.,yj:i‘w—gﬁd
u"fﬁ_‘_ﬁ‘
3.400 -
A eaPomI0N000IaRCa0a00000NORONIRE0NI00S
o
o i
£ oF
3.350 - A
£ &F
o7 i il ssenopssitostitboiamtARA AR HREOOISASSES
3.300 - /;r' 4
[0
f’ ){'
3.250 _f/ F g ——HBT4 ——HBT3
{7
Vrd ——HBT2 HETI
3.200 4/
t [seg]
3150 T T T T T T T
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0 14.0

Figura 7. Diagrama de deflexion W(L/ 2) en funcién del tiempo ¢ para la primer viga laminada

Para el mismo ejemplo se considera una variacion en las propiedades de las laminas
elasticas de la viga, empleando un segundo material de pléstico reforzado con fibras de
carbono, con propiedades E" =E® =38.6MPa (Laminado tipo II), para analizar su
influencia en la respuesta de la viga. En la Tabla 2 se muestran los resultados obtenidos
empleando cada una de las teorias de orden superior, es decir empleando cuatro funciones
diferentes para la definicion del alabeo por corte transversal, para determinados tiempos del
grafico de la Figura 7, donde se puede observar como aumenta la deformacion vertical por el
efecto visco-elastico.

. Tiempo Teorias
Laminado

[seg] HBT 1 HBT 2 HBT 3 HBT 4

Tipo I 1.0 3.26276 | 3.31614 | 3.28621 | 3.24032
2.0 3.30399 | 3.36956 | 3.33248 | 3.27725

6.0 3.43448 | 3.43448 | 3.38682 | 3.31862

10.0 3.35594 | 3.44185 | 3.39255 | 3.32254

15.0 3.35644 | 3.44275 | 3.39320 | 3.32293

Tipo II 1.0 2.06574 | 2.11164 | 2.09161 | 2.04357
2.0 2.08436 | 2.13690 | 2.10698 | 2.05711

6.0 2.10425 | 2.16520 | 2.10750 | 2.07410

10.0 2.10594 | 2.16787 | 2.10787 | 2.08059

15.0 2.10609 | 2.16813 | 2.11818 | 2.09096

Tabla 2. Variacion de las deflexiones W(L/ 2) para distintos tiempos ¢ en ambas vigas laminadas
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El segundo caso, cuasi-estatico, consiste en el estudio de las tensiones normales y
tangenciales en funcion del tiempo (Fig.8) para una viga laminada simplemente apoyada (S-
S) y sometida a una carga uniformemente distribuida ¢ =1.0MN /m. La viga tiene la misma

seccion transversal, nimero de capas y propiedades que el laminado tipo I del ejemplo
anterior, pero se analizan distintas relacion de esbeltez L/h. Los resultados de las tensiones
para la capa visco-elastica empleando solo la teoria de la ec. (4) (Reddy, 1984) se muestran en
la Tabla 3, para determinados tiempos del grafico de la Figura 8, donde se puede observar
como disminuyen las tensiones por el efecto visco-elastico.

A) 0.510 - \ o, [MPa]
\\ ——=L/h=10
0.410 A \ ——L/h=13
X o
R ——L/h=20
0.310 - X
0.210 { %
W, emtnumnomnommoenoumommOmmonoamoamonoananes
",
0.110 A s,
T y“&‘\‘\f""-‘f\:} o o o e e e e e e e e e
o t [seg]
0010 I"""-= .;K\.IH X ;.-\.-=-,-I..=.= ey :x.-.':lﬂ\:‘(y:x\.'.-.vz ,I
0.0 3.0 6.0 9.0 12.0 15.0

B) 0.065 -ﬁ . [MPa]
0.055 -\ ——L/h=10
X L/h=15
0045 11 —o—L/h=20
X
0.035 - ‘:\*
By
0.025 - “Q%_}__
- ‘-{h}‘y‘xqﬁlﬂil'&'0;0:0;0;xxxJ::-om;ato;m':x;a;xxx_vcnxm):xnxnxm
0.015 A P,
%&xmmmm«xmw
0.005 T T T T T T ! [IS eg]
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0 14.0

Figura 8. Diagramas A) o (z/2;24/3), B) 7_ (1/8;0) en funcién del tiempo ¢
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Esbeltes Tiempo Tensiones
[seg] O T
L/h=10 1.0 0.04734 0.02173
2.0 0.03418 0.01569
6.0 0.02223 0.01020
10.0 0.02154 0.00988
L/h=15 1.0 0.16192 0.03260
2.0 0.11691 0.02353
6.0 0.07604 0.01531
10.0 0.07367 0.01483
L/h=20 1.0 0.38405 0.04347
2.0 0.27729 0.03130
6.0 0.18036 0.02042
10.0 0.17474 0.01978

Tabla 3. Variacién de las tensiones normales o (£/2:24/3)y tangenciales 7_ (/8:0) para el Laminado tipo I

Para el tercer caso, cuasi-estatico, se presentan las distribuciones de tensiones normales y
tangenciales en la altura de la seccion trasversal de la viga, obtenidos a partir de las
deformaciones calculadas y las relaciones constitutivas adoptadas, para ciertos tiempos
(Fig.9). Para ello consideramos una viga laminada empotrada en ambos extremos (E-E) y
sometida a una carga uniformemente distribuida ¢ =1.0MN /m. La viga tiene una esbeltez

L/h=10 y est4d formada por tres laminas de igual espesor, con el mismo nucleo de polimero
visco-elastico pero capas externas de material elastico lineal, con las siguientes propiedades:
EY =E® =18.0MPa, v\’ =v? =0.25

A 0.10 - N
) z [m] d};{_{g—
——t=1 seg 0.08 1 & ond
——1=2 seg 0.06 4 &
—Co—1=0 seg .-{a—_'—'}
0.04 { 2!
rrd
o
0.02 A
k4 o [MPa]
x

-850.0 -650.0 -450.0 -250.0 _-504 150.0 350.0 550.0 750.0
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B) 0.10 ¢ z [m]
. r—G 1
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0.08 - S0
— }'"""-o-...(
0.06 A+ . "‘-'."'-.--.,___rh C oo
0.04 %%:\
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Figura 9. Diagramas de tensiones A) o (£/2:24/3), B) 7__ (1/8:0) para tiempos ¢
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En el altimo caso, se realiza un andlisis dindmico para estudiar los desplazamientos
verticales en funcion del tiempo (Fig.10), en una viga laminada empotrada en ambos
extremos (E-E) y sometida a la aplicacion instantdnea de una carga uniformemente distribuida
q =1.0KN / m, que luego se retira para que oscile libremente. En este caso se emplea la teoria

polinomica de Reddy (ec.(5)). La viga tiene una longitud L =0.2m, seccion transversal

h/b=0.2/0.1m y esta compuesta por tres ldminas.

Consideramos variable la relacion entre el espesor del nucleo de material visco-elastico
h* |y el espesor de las laminas externas de material elastico 4" =4 . Las densidades de
cada material son las siguientes: p¥ =1.600 MN/m’, p = p =1.824 MN/m’. En la

Tabla 4 se resumen los resultados obtenidos para un tiempo inicial y un tiempo de
amortiguamiento, empleando todas las teorias de deformacion por corte descriptas en la

seccion 2.1.
Tiempo oy Teorias
[seg] HBT 1 HBT 2 HBT 3 HBT 4
1.40 0.5 0.70444 0.70658 0.70593 0.70439
1.40 1.0 0.77549 0.77831 0.77943 0.77306
1.40 2.0 0.78199 0.78199 0.78199 0.78199
1.40 4.0 0.83533 0.83606 0.83326 0.83466
6.80 0.5 0.62910 0.63001 0.62861 0.62870
0.70 1.0 0.68081 0.67883 0.67885 0.67983
0.74 2.0 0.62027 0.61943 0.61938 0.61928
0.82 4.0 0.54890 0.55274 0.54257 0.54254

Tabla 4. Variacion de las deflexiones W(L/ 2) [cm] para distintos espesores de laminas del laminado tipo I
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Figura 10. Diagrama de deflexion w(z/2) en funcién del tiempo ¢

7 CONCLUSIONES

En este trabajo se emplea el modelo constitutivo visco-elastico de Maxwell generalizado
para representar el comportamiento no-lineal dependiente del tiempo de vigas laminadas
multicapas y vigas sandwich con nucleo débil. Se presenta la formulacion, desarrollo e
implementacién computacional de un macro elemento finito jerarquico, aplicado al analisis
estatico y dindmico de este tipo de, vigas laminadas. El modelo incluye la deformacién por
corte a través de una cinematica que permite anular las tensiones tangenciales en la superficie
libre y obtener una adecuada y precisa consideracion de la distribucion de dichas tensiones.

Para la resolucion de la ecuacion de equilibrio dindmico no lineal formulada a través de la
primera ley de la termodindmica, se supone que los problemas temporales y espaciales son
independientes entre si, resolviendo en cada instante de tiempo ¢ la ecuacién que representa
el equilibrio espacial en dicho instante de tiempo mediante la aplicacion del método de
Newmark y la linealizaciéon de Newton-Raphson.

Una de las principales ventajas, inherente al elemento finito jerarquico desarrollado, es la
posibilidad de obtener con el uso de un inico macro elemento una excelente aproximacion en
la respuesta. Ademads, esta formulacion permite utilizar, en forma automatica, la funcién de
corte de cualquier teoria ESL. Para este trabajo se eligieron, a modo de ejemplo, cuatro
teorias representativas (exponencial, trigonométrica, hiperbolica y polinémica) obteniéndose
un algoritmo general unificado.

En los ejemplos numéricos cuasi-estaticos y dindmicos presentados se estudiaron las
variaciones de las deflexiones verticales, las tensiones normales y las tensiones tangenciales
en funcion del tiempo, como asi también la distribucion de tensiones en la altura de la seccion
transversal de la viga laminada. Se puede observar que el método propuesto produce
excelentes resultados dado que en todos los casos se refleja el comportamiento del material
visco-elastico y la correcta relacion con cada uno de los pardmetros que influyen en el
modelo: condiciones de borde, tipos de carga, esbelteces, propiedades mecanicas y espesor de
cada lamina.

Finalmente, cabe destacar que los tiempos de pre-proceso, analisis y post-proceso se ven
reducidos en gran medida mediante la utilizacioén del elemento finito jerdrquico propuesto.
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